ORAL HEC 2015
MATHEMATIQUES

Options scientifique, économique, technologique et littéraire B/L

Les épreuves orales de mathématiques concernent les candidats admissibles dans les options
scientifique, économique, technologique et littéraire B/L. Elles ont mobilisé 4 & 5 jurys par
demi-journée afin de pouvoir interroger 1’ensemble des 657 candidats admissibles présents.

1. Procédure d’interrogation

Le mode d’interrogation reste identique a celui des concours précédents : le sujet propose aux
candidats, quelle que soit I’option dont ils sont issus, comprend deux parties:

e un exercice principal préparé pendant 30 minutes et portant sur I'une des trois parties
suivantes du programme: algébre, probabilités et analyse. De plus, une question de
cours en rapport avec le théme de l'exercice fait partie de l'exercice principal ;

e un exercice sans préparation portant sur une partic différente de celle de I'exercice
principal, permettant de tester en temps réel les qualités de réactivité des candidats.

Rappelons que dans tous les cas, chaque candidat est interrogé en probabilités, soit au titre de
I'exercice principal (20 & 25 minutes), soit & celui de l'exercice sans préparation (5 a 10
minutes).

2. Commentaires

A lissue des épreuves orales de mathématiques, on peut tirer un certain nombre
d'enseignements.

Tout d’abord, les rapports de jury des concours précédents ainsi que les échanges dans la
commission de mathématiques lors de la journée des classes préparatoires, sont
manifestement répercutés auprés des admissibles : ainsi, les prestations d’une majorité de
candidats sont essentiellement orales et le tableau n’est utilis¢é que comme support de
I’exposé.

La « régle du jeu » est assez bien respectée : les candidats passent les questions non traitees
ou inachevées et poursuivent I’exposé.

L’exercice sans préparation posé en fin d’interrogation joue son rdle d’amortisseur ou
d’amplificateur de la note de I’exercice principal.

Malgré les mises en garde précisées dans le rapport de I’an passé, le jury continue d’observer
chez nombre de candidats un certain formatage et il recommande aux futurs candidats d’éviter
de réciter & ’oral des recettes qu’ils ne maitrisent pas : méme si elles peuvent parfois faire
illusion dans un probléme d’écrit oli la part d’initiative personnelle est réduite, ces phrases ou
ces formules apprises par cceur et qui tiennent lieu de « prét-a penser », passent difficilement
le filtre de 1’épreuve orale.

Un certain nombre de candidats utilisent dans leurs argumentations des concepts qui
dépassent le cadre du programme mais sont dans I’incapacité de manipuler des notions




simples. Il serait préférable de connaitre les définitions de base plutét que de tenter
d’appliquer des recettes apprises par cceur.

On note aussi de nombreuses erreurs dans des calculs élémentaires (dérivations, primitives de
fonctions simples), ou encore des résultats non simplifiés & leur plus simple expression.

Enfin, le concours 2015 inaugurait I’introduction de Scilab en remplacement de Pascal dans
les options S et E. A cet égard, les jurys ont constaté qu’un nombre non négligeable de
candidats était insuffisamment préparé pour répondre aux questions faisant appel a Scilab :

Aussi, le jury de mathématiques réitére aux futurs candidats les recommandations qu’il avait
faites dans les rapports précédents : une trés solide assimilation du cours et une préférence
pour le raisonnement plutdt que pour la récitation de formules mal comprises.

3. Résultats statistiques
Par option, les notes moyennes obtenues sont les suivantes:

* option scientifique (414 candidats): 11,22 (11,35 en 2014)
* option économique (203 candidats): 9,11 (10,42 en 2014),

* option technologique (23 candidats): 12,09 (10,73 en 2014);
* option littéraire B/L (17 candidats): 10,12 (11,06 en 2014).

Option scientifique

Le niveau général est bon, équivalent a celui du concours 2014 ; les notes s’étendent entre 2 ct
20 et I’écart-type de 3,72 permet de classer correctement les admissibles.

Il y a quelques candidats excellents dont les exposés s’appuient sur une argumentation
pertinente qui leur permet de prouver les résultats attendus. Toutefois, on assiste d’année en
année a une diminution du nombre de ces candidats exceptionnels.

Cette année encore, les sujets d’analyse (suites, fonctions réelles, calcul différentiel et
intégral) posent d’importants problémes & une majorité¢ de candidats : les notions les plus
élémentaires - étude de fonctions, représentations graphiques, convexité et concavite,
théorémes classiques — ne sont pas du tout maitrisées.

Option économique

Le décrochage du niveau des candidats de cette option par rapport & ceux de Ioption
scientifique observé depuis quelques années avait connu un coup d’arrét lors du concours
2014.

Cette année, le jury a observé beaucoup plus de mauvaises prestations de la part des candidats
de ’option économique : aucun candidat n’a obtenu la note de 20, les notes s’étendent entre 1
et 18 et 1’écart-type de 3,58 est suffisamment élevé pour classer les candidats de cette option.

Les concepts fondamentaux sont rarement maitrisés. Le phénomeéne des recettes apprises par
ceeur se retrouve plus fréquemment que dans 1’option scientifique. Les exposés sont souvent
ternes, pauvres et trés confus : la notion de « preuve » fait souvent défaut (on invoque une
définition de I’exercice ou « le cours »).

1.’écart entre les moyennes des options scientifique et économique qui était de moins d’un
point en 2014 est en 2015, de plus de deux points. En comparant les résultats finals des




concours 2014 et 2015 pour les options S et E, on constate ex post que 1’oral 2015 a joué tres
significativement son réle de « second filtre » et permis une réduction des écarts observés
aprés les épreuves écrites en rééquilibrant le nombre de candidats admis dans ces deux
options.

Option technologique

Malgré un écart-type de 3,92, certes élevé, mais en recul par rapport a 2014 o il était de 4,53,
le niveau des candidats (23 admissibles présents) reste assez contrasté avec une moyenne de
12,09, supérieure 4 celle du concours 2014. Globalement, les notes s’¢étalent entre 4 et 18.

Option littéraire B/L

Sur les 17 candidats admissibles présents, la moyenne est de 10,12, en recul par rapport a
celle du concours 2014 et s’accompagne d’un écart-type trés élevé de 5,34 reflétant une
population de candidats trés hétérogene,

Il est fort probable que le choix de 1'épreuve a option de I’écrit (sciences sociales ou
mathématiques) constitue I’explication majeure de cette faible moyenne globale et de cette
forte dispersion des notes.




2. SUJETS DE L’OPTION ECONOMIQUE

EXERCICE PRINCIPAL E 87

1. Question de cours : Condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable,

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On note B la base canonique de R™.

T
Soit v un vecteur de R™ de coordonnées vy, vs,...,v, dans la base B telles que z v; = 2.

i=1
n

On considére Papplication f définie sur R™ qui, & tout = = (z1,22,...,2a) € R?, associe f(z) =z — (Z-Ti)v-

i=1
2.a) Montrer que f est un endomorphisme de R™.

b) Déterminer fo f. L’endomorphisme f est-il bijectif ?

c¢) Quelles sont les valeurs propres possibles de f 7

3.8) Déterminer les valeurs propres de f.

b) Quels sont les sous-espaces propres de f ? L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

4.a) Ecrire la matrice M de f dans la base B.

v ot U g6 -0
vy g U 0 0 -0

b) Montrer que les matrices V = | . . . et D=1]. . sont semblables.
Up Un v Un g 0 .-.2

EXERCICE SANS PREPARATION E 67

Soit X une variable aléatoire admettant une densité f strictement positive sur R et possédant une espérance.
Pour tout & €]0, 1], on note h, la fonction définie sur R par : ha(t) = [t + (20 — 1) £
Pour tout ¢ € R, on pose : L(g) = E(ha{X — q)).

1. Etablir ’existence d’un unique réel g, en lequel la fonction L est minimale.

1
2. On suppose que o = 3 et que X suit la loi A(0,1). Calculer q1-



EXERCICE PRINCIPAL E 68

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (Q,A, P).
1. Question de cours : Définition de la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires.

2. Soit X une variable aléatoire strictement positive suivant la loi exponentielle de parametre 1.
On pose : Z = —In X et on note Fz la fonction de répartition de Z.

a) Montrer que pour tout z € R, on a: Fz(z) = e "

b) Montrer que Z admet une densité de probabilité continue fz qui atteint sa valeur maximale en un unique
point zg.

¢) Tracer Pallure de la courbe représentative de Fz dans le plan rapporté & un repére orthogonal.

d) Que représente le point d’abscisse zqy et d’ordonnée Fz(xp) pour cetie courbe ?

3. On considére une suite de variables aléatoires (X, )n3>1 indépendantes et de méme loi que X.
On pose pour tout n € N* ; ¥, = max(X,,...,X,) et Z, =Y, —lnn.

a) Déterminer les fonctions de répartition Fy, et Fz, de Y, et Z,, respectivement.

b) Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,)nz1 converge en loi vers la variable aléatoire Z.
¢) Etablir pour tout réel ¢ > 0, I'inégalité : E(Y,) 2 cP(Yn > c).

d) En déduire nll}r_xl_lm E(Y,).

EXERCICE SANS PREPARATION E 68

1 1 0
On considére la matrice A = { 0 1 1 ] de M3(R).
0 01
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ? inversible 7

2. On note I la matrice identité de M3z(R). Etablir I'existence d’une matrice N telle que A =17+ N.
Déterminer pour tout & € N, la matrice AR,

3. On rappelle lidentité remarquable : a® + b* = {a + b)(a® — ab + b?). Déterminer A~1.



2. SUJETS DE L’OPTION ECONOMIQUE

EXERCICE PRINCIPAL ¥ 69

1. Question de conrs : Définition de la dimension d’un espace vectoriel.

Soit 72 € N*. On note F, le sous-espace vectoriel de R[X] constitué des polynémes de degré inférieur cu égal

A n—1et F, lesous-espace vectoriel de B[{X] engendré par X, X 2L XX

9. Montrer que les polyndmes P de R[X] vérifiant pour tout z € B, P(z + 1) = P(x), sont les polynomes
constants. .

3. Préeiser kes dimensions respectives de By, et Iy,

4. Pour tout P € F,, on note @ le polynéme tel que : Ve € R, Q(z) = Pz + 1) ~ P(x).

a) Vérifier que Q € E,,. Quelle relation cxiste-t-il entre les degrés de P et de @7

b) Soit A application de F, sur E, qui & tout, P € F), associe (@ = A(P),ouVx e R, Q{z) = P(x+1)— P(z}.
Monirer que Uapplication A est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

n n-1
¢) Déterminer un polyndme P vérifiant A(P) = X% En déduire la valeur des somimnes Z ket Z(‘zk + 1),
k=1 k=0

EXERCICE SANS PREPARATION E 69

Aprs une alerie incendie, les 60 éléves d'une école se répartissent au hasard dans 5 salles de classe.

Y=grand (100000, 1, "bin", 60,1/5)

histplot (0.5:25,Y)

qui donne la représentation ci-dessous :
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Que représente la valeur maximale prise par cet histogramme 7 Prouver unt résultat concernant cette
valeur.



EXERCICE PRINCIPAL E 70

1. Question de cours : Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur 7.
T
Propriétés de 'application x € I — f Flt) de.
43

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs réelles.

Pour toute fonction f € E, on note T( f) I’application définie sur R & valeurs réelles, telle que :
z+1

Vz e R, T(f)(z) = [ () de.

r—1
2. Pour tout a € R, soit f, la fonction définic sur R par : f,(x) = e*®. Déterminer T'(f,).

3.a) Montrer que pour toute fonction f € E, 'application T( f) appartient & E et est de classe C! sur R.
Déterminer la fonction dérivée de la fonction T( f)

b} On suppose que f est une fonction bornée de E. Montrer que T( f ) est bornée et établir 'existence d’'un
réel K tel que pour tout (z,y) € R?, on a {7'(f)(z) - T(/) ()| < K|z - yl.

4. Soit T Papplication de E dans E qui & f € E, associe T(f).

a) Montrer que 7" est un endomorphisme de E. Est-il surjectif ?

b) Soit 7 € N et R,[X] Pespace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n.
Montrer que T{Rn[X]) C Ry[X].

c) Soit T, la restriction & R, [X] de 'endomorphisme T et B = (1, X, X3,... ,X”) la base canonique de R,[X].

L’endomorphisme T}, est-il diagonalisable 7 T3, est-il bijectif 7
EXERCICE SANS PREPARATION E 70

Soit (X, )nen- une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (Q,A, P), de

. : o1 -
méme loi de Bernoulli de paramétre 3 On pose pour tout 7 € N* : W, = Z kXp.
k=1

1. Caleuler E{W,} et V(Wy.}.

2. Les variables aléatoires W, et W, 1 sont-elles indépendantes 7



EXERCICE PRINCIPAL E 71

1. Question de cours : Définition d’un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Dans tout 'exercice, n désigne un entier supérieur on égal 4 1. Si p € N, on note Rp[X] I'ensemble des polyndémes
& coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.

P
On note I,, la matrice identité de M, (R). On rappelle que si A € M, (R) et P(X) = Z ax X* un polyndme

k=0
de Rp[X], alors P(A) désigne la matrice aply + a1 A4+ + ap AP,

2. Soit A et @ deux matrices de M, (R). On suppose que la matrice @ est inversible, d'inverse notée Q.
Soit P un polynéme & coefficients réels. Expliciter P{Q~1AQ) en fonction de P(A}), Q et QL.

3.a) Soit x1,%3...,2, des réels deux & deux distincts et soit ¢ Papplication de R,,_;[X] dans R™ qui & tout
polynéine P € R,_1[X], associe le n-uplet (P{z1), P(z2) ..., P{za)).

Autrement dit : VP € R,_1[X], @(P) = (P(z1), P(22) ..., P(2,)). Montrer que I'application ¢ est bijective.
b) Soit A1, Az, ..., A, nréels distinets non nuls et T = (¢;,;)1<i,5¢» € Mn(R) une matrice triangulaire telle que
pour tout i € [1,n], £ ; = A

Etablir 'existence d'un unique polynéme P € R, _y[X] tel que pour tout i € [1,n], on a : ,;xP(A\) = 1.

Que vaut TxP(T) 7 Conclure.

1 a b

4. Déterminer un polynéme P € Ro[X] tel que ¥V (a,b,¢) € R3, I'inverse de la matrice A = | 0 2 ¢ | soit
00 3

égale & P(A).

EXERCICE SANS PREPARATION E 71
Soit X1, Xa,...,X, n variables aléatoires telles que pour tout k € [1,n], X suit une loi de Bernoulli de
parameétre pr avec 0 < pp < 1.
n 2
Onpose: Y = ZX’C' Montrer que V(¥) < %

k=1



EXERCICE PRINCIPAL E 73

1. Question de cours : Formule des probabilités totales,

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On considére n urnes numérotées de 1 & n et N un entier naturel multiple de 2™.

N
Pour tout & € [1,n], la k-iéme urne contient N boules dont 7 boules blanches, les autres étant noires.

On tire dans I'urne 1 une boule que ’on place dans 1'urne 2, puis on tire dans 'urne 2 une boule que l'on place
dans urne 3 et ainsi de suite jusqu’a tirer dans I'urne n — 1 une boule que l'on place dans I'urne n, puis on tire
une boule dans 'urne n.

L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, A, P).

2. Pour tout k£ € J1,n], soit py la probabilité que la boule tirée dans 'urne & soit blanche.

Trouver une relation de récurrence entre pry1 et pr (1 < k< n—1).

3.a) Calculer p,, en fonction de n et N.
b) Pour n fixé, calculer lim py,. Interpréter cette limite.
N-r+o0

4. Soit i € [1,n — 1]. Calculer la probabilité conditionnelle que la n-itme boule tirée soit blanche sachant que la

boule tirée dans 'urne 7 est blanche.

EXERCICE SANS PREPARATION E 73

1< k
it {tn)nen- ite défini 3= N up==> In{—].
Soit (i )nen- la suite définie par : Vn € U n;n(n)

1. Montrer que la suite (u,)nen- €5t convergente et calculer sa limite.

o

2. Quelle est la natuwre de la suite (n!) ™ ?



EXERCICE PRINCIPAL E 76

1. Question de cours : Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

Dans cet exercice, les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (Q,.A, P), & valeurs dans Rt
et admetient une densité.
Soit X une variable aléatoire & densité admettant une espérance E(X). On note respectivement F et f, la

fonetion de répartition et une densité de X.
Soit (X )nene une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

2. Pour z 2 0:
-+oa
a) Justifier la convergence de l'intégrale f tf(t)dt.

T

+oo
b) Etablir les inégalités / tf(t)dt = z(1 — F(z)) = 0.

+oo
c¢) Montrer & I'aide d'une intégration par parties que : E(X) = / (1 - F()) dt.
0

3. Pour tout n € N* on note Z,, = max{Xy, X2, -, Xpn), Gpn la fonction de répartition de Z, et g, une densité
de Z,,.

a) Exprimer pour tout ¢ € R, G, (¢} en fonction de F(t).
b) Etablir Pexistence de E{Z,).
+oo

¢} Pour n = 2, montrer que : B{(Z,} — E(Z,_) = [ (F(t))"_l (1 F(}) dt.

d) Soit m > 0. On suppose que X suit la loi cxponentielle de parameétre m (d'espérance 1/m). Calculer E(Z,).
Donner un équivalent de F(Z,) lorsque n tend vers +oo.

EXERCICE SANS PREPARATION E 76

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et X une matrice colonne non nulle de M,, 1(R). On pose : 4 = X'X.
1. Montrer que A est diagonalisable.

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A,



EXERCICE PRINCIPAL E 77

1. Question de cours : Donner des critéres de convergence des séries & termes positifs.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =in (%(1 + lm))

On note (C) la courhe représentative de f dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé.

2. Dresser le tableau de variation de f.

3.a) Mantrer que ta courbe {T) d'équation y = In (% 7:) est asymptote & (C).

b) Tracer (C) et (I') dans le méme repdre.

4. Ttablir pour tout réel x 32 1, Vencadrement : 0 f'(2) < 1.

En déduire le signe de f(x) — z pour tout 2 = 1 ainsi gque la position de (C) par rapport & la droite (D)
d’équation y = 2.

5. Soit le programme Scilab suivant :

function y=f (x)
v=Log ($e* (x+x" (~1)) /2)
endfunction

x=[0.01:0.1:5];
plot2d{x,f (x) ,rect=[0,0,5,58])

x=[{0,5]
plot2d (x,x)

u=inEut(‘u0=')

x=[u] ;¥y={0]

for k=1:10
z=Ff (u)
#w=[x,u}
x=[x,z]
y=[y,z,z}
u=z

end

Expliguer ce que fait ee programme et ce qu'il ilustre.
Dans plot2d, rect[0,0,5,5] signifie que seule la partie de la courbe contenue dans le rectangle
{{x,y}/ 0L 2 <5 et 0Ky <5} sera tracde.

6. Etudier la suite (g bnen définie par @ g € [1, Foolet VR EN, upy = Flun).

1
7.a) Justifier Nexistenco d'un véel @ > 1 tel que z € [1,a} == ) < 5

b) On pose : Vn € N, v, = 11, — 1. Quelle est la nature de la série de terme général v, 7



EXERCICE SANS PREPARATION E 77

Soit { X, nen~ une suite de variables aléatoives telles que pour tout n 2 1, X, adinet une densité f,, continue

F2 ) 1 1 2
sur R, nulle sir R et sur |—, +00 [, affine sur [0, ﬁ] et sur [—, -f].
Ln n non

1. Déterminer une densité f, de X,,.
2. BEtudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (X, ) nen-.



EXERCICE PRINCIPAL E 79

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (ﬂ, A, P).
1. Question de cours : Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

Soit @ un paramétre réel et F la fonction définie sur R, & valeurs réelles, telle que :

T .
F(z) = 1+1In e slzza
0 slz <a
2.a) Montrer que F est continue sur R si et seulement si a = T 1

b) Etudier les variations de F' et tracer allure de sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.
P g

3.a) Montrer que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire X & densité.

b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance 7

4. Soit ¥ la variable aléatoire & valeurs dans N définie par Y = | X | (partic entiere de X). Onpose: Z =X ~Y.
1

a) Calculer P(Y = 0) et montrer que pour tout n € N*, ona: P(Y =n)=In (1 + m)

b} Déterminer la fonction de répartition et une densité de Z.

¢) Btablir Pexistence de Pespérance B(Z) de Z. Calculer E(Z).

EXERCICE SANS PREPARATION E 79

a

Soit @, b et ¢ des réels non nuls vérifiant a® + b +¢* =1. Onpose : U = | b | € M3 1(R).
c

1.a) Calculer la matrice M = UJ (ou U est la matrice transposée de la matrice-colonne U).
b) M est-elle diagonalisable ? inversible 7

2.a) Pour n € N*, calculer M™.

b) Quelles sont les valeurs propres de M et les sous-espaces propres associés.



