Oral HEC - QUESTIONS DE COURS

« Analyse

1.

Formule du binome.

n
Soit a et b deux réels et n un entier naturel. On a : (a +b)" = Z (Z)akb"_k.
k=0
Cette formule s’applique a des matrices carrées de méme ordre a condition qu’elles commutent.
Enoncés des inégalités des accroissements finis.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si pour tout € I on a : |f'(z)| < k alors :
V(a,b) € I, [f(b) — f(a)| < k|b— al

Rappeler la définition de la continuité en un point d’une fonction réelle d’une variable réelle.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et @ un point de I. f est continue en a si lim f(x) = f(a).
r—a

Convergence et, divergence des suites réelles monotones.

Soit (uy,) une suite.

e Si (u,) croissante et majorée par M alors elle converge vers une une limite ¢ < M.
e Si
e Si

e Si (uy,) est décroissante et non minorée alors elle diverge vers —oo.

uy,) décroissante et minorée par m alors elle converge vers une une limite ¢ > m.

Uy, ) est croissante et non majorée alors elle diverge vers +oo.

(
(
(
(

énoncer le théoreme de la bijection.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si f est continue et strictement monotone sur I alors
elle réalise une bijection de I sur l'intervalle J = f(I).

Sa bijection réciproque admet les mémes variations que f.
Quel est le lien entre la continuité et la dérivabilité d’une fonction ?

Une fonction dérivable en un point a est continue en ce point. La réciproque est fausse. On peut
citer les fonctions valeurs absolues et racine carrée et tracer leur graphe pour s’en convaincre (point
anguleux pour I'une, tangente verticale pour l’autre).

Rappeler la définition d’une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections ?

Une application f : E — F est bijective si chaque élément de I’ensemble d’arrivée F' admet un unique
antécédent dans F.
Sif:E— Fetg:F — G sont bijectives alors g o f est bijective et (go f)™! = f~tog™ L

a) Définition et représentation graphique de la fonction partie entiére.

Pour tout réel x il existe un entier n tel que n < x < n + 1. L’entier n est appelé partie entiere
de z et noté |z].
Autre définition : la partie entiére de x est le plus grand entier inférieur ou égal a .
b) Donner un programme permettant de représenter la fonction partie entiére sur [—5/2,5/2].
x = np.linspace(-5/2,5/2,100)
y = np.floor(x)

plt.plot(x,y)
Convexité d’une fonction définie sur un intervalle de R.

Attention! Il n’y a pas d’hypothese de dérivabilité sur f!

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. f est convexe sur I si
V(z1,22) € I, VEER, f(ter + (1 —t)az) <tf(zi)+ (1 —1t)f(x2)

Notons que f est concave si —f est convexe.

On peut remarquer que :

o si f est de classe C' sur I alors f est convexe sur I si f’ est croissante sur I.

e Si f est de classe C? sur I alors f est convexe sur I si f” est positive sur I.
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Définition et propriété des fonctions de classe C?, p € N.

f est de classe CP sur un intervalle I si elle est p fois dérivables sur I et si sa dérivée p-éme est
continue sur /.

La somme, le produit le quotient, la composée de fonctions de classe C? est de classe CP.
Fonctions équivalentes au voisinage de +oc.

Attention! Il n’y a pas d’hypothése sur la non nullité des fonctions. Il faut donc donner la définition
générale.
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle [a,+o0[. On a f(x) ~  g(x) s'il existe une

T—+00
fonction € définie au voisinage de +oo telle que :

f(z) =¢c(x)g(z) et lim e(z)=1

Tr—r+00
Si g(x) ne s’annule pas au voisinage de +oco alors f(z) ~ g¢(z)< lim f) =1
T—+00 r—+00 g(x)

x
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Propriétés de I’application x — / f(t)dt.
a
Notons F' cette fonction. C’est 'unique primitive de f qui s’annule en a. On peut le démontrer si le
jury le demande en posant G une primitive de f et en écrivant 'intégrale sous forme de crochets.

Cette fonction est de classe C! sur I.
Enoncer le théoreme d’intégration par parties.

Soit a et b deux réels et u et v deux fonctions de classe C'! sur un intervalle [a,b] (ou [b,a] si b < a).

On a:

Formule de Taylor-Young.

Si f est de classe C2 sur I et si a est un point de I alors f admet un développement limité d’ordre
1 en a donné par :

fa) = f@+ F@e -0+ D@ a2 o - ap)

énoncer le théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs.

En fait il y a plusieurs théorémes de comparaison. Il faut regarder dans la suite de ’exercice celui
qu’on doit utiliser et I’énoncer.

Soit Z Uy, et ZU" deux séries a termes positifs.

e Siu, ~ w, alorsles séries E Uy €t E v, sont de méme nature.
n—-+oo

e On suppose que, a partir d’un certain rang, on a pour tout entier n on a : 0 < u,, < v,.

i. sila série E vy, converge alors la série g U, converge.
ii. si la série E uy diverge alors la série E v, diverge.

e On suppose que u, e o(vy)

i. sila série E vy, converge alors la série E Uy, converge.
ii. sila série E u, diverge alors la série E v, diverge.

Définition de la convergence d’une série numérique.

n
Soit (un)n>n, une suite numérique. On pose pour tout n > ng, S, = Z U,
k:no
On dit que la série de terme général u,, converge si la suite (Sp)n>n, admet une limite finie.

+oo
On pose alors Z Up = lim S,,.

n=ngo



17. Définition de la convergence d’une intégrale impropre.

Attention! La question ne précise pas en quel point I'intégrale est impropre. Il faut donc donner
plusieurs définitions.

+oo A

e Soit f une fonction continue sur [a,+oo[. L'intégrale / f(t)dt converge si Alim f(t)dt
—+o0
existe et est finie. ¢ ¢
a
e On définit de méme la convergence de / f(®)dt si f est continue sur | — oo, a] et celle de
—00

b
/ f@)dt si f est continue sur ]a, b].

e Il est facile de généraliser, si le jury le demande & une intégrale plusieurs fois impropre.

18. Criteres de convergence d’une intégrale impropre.

On considére deux fonctions f continues sur [a, +00[ (on généralise sans probléme aux autres cas).

“+o0
o Si / f(t)dt converge absolument alors elle converge.
a

On suppose que f est a valeurs positives et on considére une fonction g continue et a valeurs positives
sur [a, 4o0].

“+o0 “+o0

f(t)dt et / g(t)dt sont de méme nature.

a a

o Si f(z) ~ g(x) alors les intégrales/

T——+00

e Si au voisinage de 400, 0 < f(x) < g(x).

+o0 +oo
i si / g(t)dt converge alors / f(t)dt converge.
a a

+oo +oo
ii. si / f(#)dt converge alors / g(t)dt converge.
a a

e On suppose que f(z) = o(g(x))

r—+00

+oo +oo
i. si / g(t)dt converge alors / f(¥)dt converge.
a a

400 “+ o0
ii. si / f(t)dt converge alors / g(t)dt converge.
a a

19. Donner les critéres de convergence des séries a termes positifs.

On reprend les criteres du point 15. et on ajoute la convergence absolue.
20. Rappeler les conditions suffisantes pour que (2, o) soit un minimum local pour g.

¢ admet un minimum local en (xg,yo) s'il existe un ouvert U contenant (z0,yy) tel que pour tout
(z,y) €U ona: g(x,y) = g(xo,Yo)-

Si g est de classe C! sur R? (ou plus généralement sur un ouvert contenant (zg,%o)) et si g admet
un minmum local en (zg, yo) alors V(f)(zo, yo) = (8) .

21. Soit f une fonction de classe C? sur une partie de R2. Rappeler la définition d’un point critique et
la condition suffisante d’extremum local en ce point.

Un point A = (a, b) est un point critique de f si V(f)(A) = (8) .

Si A est un point critique de f la fonction f admet un extremum local en ce point si la matrice
hessienne de f en A admet deux valeurs propres non nulles et de méme signe.

Si les valeurs propres sont de signes opposés, il n’y a pas d’extremum local. Si I'une des valeurs
propres est nulle alors on ne peut pas conclure.

A la demande du jury on peut définir V(f)(A) et la matrice hessienne.
Autres questions possibles

22. Méthode d’étude d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Soit (uy,) une suite vérifiant w, o2 = atn41 + buy,.

Je pose I'équation caractéristique 2 = ax + b.
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e Si A >0, il y a deux solutions x1 et zo. Il existe alors deux constantes A et B telles que pour
tout n : w, = A(z1)" + B(x2)™.

e Si A =0, il y a une solution x(. Il existe alors deux constantes A et B telles que pour tout n :
Uup = A(zg)™ + Bn(zo)™.

Les constantes A et B se déterminent a ’aide des conditions initiales.
Définition de (uy)nen converge vers £ (ol 00).

e limwu, = ¢ si pour tout € > 0 il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a : |u, — £ <e.
e limu, = +o00 si pour tout A > 0 il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a : u, > A.

Définition de f(z) tend vers £ (ot £00) lorsque = tend vers a.

e lim f(z) = ¢ si pour tout ¢ > 0 il existe & > 0 tel que pour tout € [a — a,a + a] on a :
Tr—ra
[f(z) -t <e.

e lim f(x) = 400 si pour tout A > 0 il existe a € R tel que pour tout z € [a — a,a + a]\{a} on
Tr—a

a: f(z) > A

Comparaison des fonctions au voisinage de +oco.

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle [a, 4+o00].

e On a f(z) ot g(x) ¢l existe une fonction e définie au voisinage de 400 telle que :

flz) =e(x)g(z) et lim e(z)=1

r—r+00

Si g(x) ne s’annule pas au voisinage de 0o alors f(x) ~ g(z) & liIJIrl fEx; =1.
T—+00 z—+oo g(x

e On a f(z) s o(g(z)) s'il existe une fonction € définie au voisinage de +oo telle que :
f(z) =e(x)g(z) et lim e(x)=0

Tr— 400

Si g(z) ne s’annule pas au voisinage de +oo alors f(z) = o(g(z)) Erf} i;g)) =0
Tr—+00 xT oo

On peut, a la demande du jury, donner le tableau des négligeabilités des fonctions usuelles.
énoncer I'inégalité de convexité.

Voir question 9..
Intégrales de Riemann.

+oo a
On appelle intégrales de Riemann les intégrales impropres de la forme : / t—adt et / t—adt.
a 0

La premieére converge ssi o > 1; la deuxieme converge ssi a < 1.
Séries de Riemann.

- . - 1
On appelle séries de Riemann les séries de la forme g —.
n
n>1
Elles convergent ssi a > 1.
Séries géométriques et séries géométriques dérivées.

Ce sont les séries de termes généraux ¢ ; ng" ! et n(n —1)¢" 2 ot ¢ € R.

Elles convergent ssi |¢| < 1. La convergence est alors absolue. On a :
+o00 1 +o00 1 00 2
Z q" = q"™ : ann—l — 5 et Zn(n _ 1)qn—2 _ -
= l—q — (1-9? = (1-9)

Définition de la négligeabilité d’une fonction devant une autre en un point (ou en infini).

Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a (a pouvant étre égal & +oo.

f(z) est négligeable de g(x) au voisinage de a s’il existe une fonction ¢ définie au voisinage de a telle
que lim () = 0 et si au voisinage de a : f(z) = e(x)g(z).
r—a
x
Rmg. On pourrait juste dire que f(z) est négligeable de g(x) au voisinage de a si lim fé)) = 0 mais
= Tr—a g €T
on risque d’étre pénalisé car cela ne fonctionne pas si g(x) s’annule au voisinage de a.



31. énoncer le théoréeme de Schwarz.

Soit f une fonction de classe C? sur un ouvert de R2. Alors en tout point M = (x,y) on a :
0F 5 (f)(M) = 93, (f)(M).
32. Résoultion des équations différentielles ' + ay = 0 et " + ay’ + by = 0.

e Premier degré.
S ={t— Ce  avec C € R} = Vect(t — e~ ).
e Seconde degré
On pose I’équation caractéristique 72 + ar +b = 0.

- Si il y a deux solutions r; et ro alors S = {t — Cre™? + Coe™! avec (C1,Cs) € R?} =
Vect(t + et t s em2t).
- Siil y a une solution rg alors S = {t + Cye™! + Cate™! avec (C1,C3) € R?} = Vect(t —
erots t s terot).
33. Probleme de Cauchy.

Un probléme de Cauchy est la donnée d’une équation différentielle (ou d’un systeéme différentiel) avec
condition(s) initiale(s).

a) Premier ordre : { v+ ay _ b .
y(to) = o
y'+tay' +by = ¢
b) Second ordre : y(to) = wyo -
Y'(to) = 20
a1z’ +ay’ = 0
N . aglifl + CLQQyI =0
¢) Systeéme diff : Do) = 30
y'(to) = wo

Un probleme de Cauchy admet une unique solution.
34. Enoncer le principe de superposition des solutions d’une équation différentielle.

Si une équation différentielle (E) admet comme second membre une fonction de la forme f + fo alors
ses solutions sont de la forme y; + y2 ou y; est solution de I’équation avec second membre f; et ys
est solution de I’équation avec second membre 5.

35. Donner la méthode de détermination de I’ensemble des solutions d’une éqution différentielle avec second membr

Les solutions d’une équation différentielle sont de la forme y; + y, ou y; est solution du systeme
homogene associé et y, est solution particuliere de I’équation avec second membre.

36. Donner la définition d’un état d’équilibre d’un systeme differentiel.

Les états d’équilibre d’un systeme différentiel sont les solutions constantes.
37. Dans quel cas peut-on dire que toutes les trajectoires d’un systéme difrérentiel sont convergentes ?

Si une trajectoire converge alors elle converge vers un état d’équilibre. Si le systeme différentiel est de
la forme Y/ = AY et si les VP de A sont négatives ou nulles alors toutes les trajectoires convergent.

* | Probabilités|

e Probabilités discrétes

1. Formule des probabilités totales.

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé (il ne faudra pas oublier de commencer par ce point la plupart
des questions de cours de probas).

On consideére un événement B et (A;);er un SCE ou [ est une partie finie ou infinie de N. On a :

P(B) = P(A;NB)

iel

2. Loi d’une variable aléatoire discréte finie

Soit (2,.4,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire. On dit que X est finie si X ()
est fini.

Sa loi est ’ensemble des couples (k,pg) ot k € X(Q) et pp, = P(X = k).
3. Définition de I’espérance d’une variable aléatoire discrete

Soit X : Q — R une variable aléatoire discréte.



10.

e Si X(Q) est fini alors X admet une espérance et E(X) = Z nP(X = n).

neX(Q)
e Si X(Q) = {x, |n € N} est infini et si la série Z z,P(X = z,,) est absolument convergente
neN
alors X admet une espérance et E(X) = Z nP(X = n).
neXx(Q)

Formule des probabilités composées.

Soit (2,4, P) un espace probabilisé. Soit Ay, - - , A,, des événements tels que P(A;N---NA,_1) #
0. On a :
P(A;N---NA,) =P(A1)Pa, (A2) -+ Pa,n.na,_, (An)

Le schéma binomial.

Soit £ une expérience, (€2, A, P) un espace probabilisé relatif & cet expérience et A un événement
de probabilité p. On renouvelle n fois dans des conditions identiques et indépendantes I’expérience
£. On comptabilise le nombre de succes de A.

La variable aléatoire ainsi définie suit une loi binomiale de parametre p

Coefficients bindmiaux ; interprétation ensembliste.

n!

Soit n et p deux entiers naturels. On a (n> =0sin<pet (n> =——sip<n.
P P pl(n —p)!

(Z) est le nombre de parties a p éléments d’un ensemble & n éléments.

A la demande du jury on peut aussi préciser que (Z) est le nombre de chemin a p succes dans

un arbre succes / échec de niveau n (cf. le point précédent sur le shéma de Bernoulli).
Rappeler la formule de Koenig-Huygens.

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire

Si X admet un moment d’ordre 2 alors X admet une variance et on a :
V(X) = E(X?) — (E(X))?

Définition et propriétés de la loi géométrique.

Soit £ une expérience, (€2, A, P) un espace probabilisé relatif & cet expérience et A un événement
de probabilité p. Soit X la variable aléatoire égale au temps d’attente d’un premier succes de A.

Alors X < G(p). On a :
X(Q)=N*, VneN*, P(X=n)=(1-p)"'p
L—p
P
On peut aussi dire que X est sans mémoire c’est a dire que si n et n sont deux entiers on a :
Pix>n) (X > n4+m) =P(X >m).
Définition de I'indépendance de n variables aléatoires discréetes.

1
X admet une espérance et une variance. De plus E(X) = — et V(X) =
p

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé et X, .-, X,, des variables aléatoires discreétes.
X1, -, X, sont mutuellement indépendantes si pour tout (iy,--- ,i,) € X1(Q) X -+- x X,,(Q) :
k=1 k=1

Définition de I'indépendance de deux variables aléatoires discrétes. Lien entre indépendance et
covariance.

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé et X et Y deux variables aléatoires discretes.

X et Y sont indépendantes si pour tout ¢ € X (£2) et tout j € Y () on a :

Si X et Y sont indépendantes et si (X,Y) admet une covariance alors cov(X,Y) = 0. La réci-
proque est fausse.
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Loi d’un couple de variables aléatoires discrétes. Lois marginales. Lois conditionnelles.

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé et X et ¥ deux variables aléatoires discrétes.

o La loi du couple (X,Y) est la donnée de tous les triplets (i, 7, p;;) avec i € X(Q), j € Y(Q)
et pij = P((X =49) N (Y =)).

e Les lois marginales du couple (X,Y) sont les lois de X et de Y elles sont données par la
FPT :

VieX(Q), P(X=i)= > P(X=)nY =j))etVjeX(Q), PY=j)= > P(X=inY =
JEY(Q) ieX(Q)

e La loi conditionnelle de X sachant Y est la donnée des triplets (i, j,p;;) avec i € X (1),
JEY(Q) et pij = Pry—j (X =1)).

Définition et propriétés de la covariance de deux variables aléatoires discretes.

Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé et X et Y deux variables aléatoires discrétes. Si X et Y
admettent un moment d’ordre 2 on pose :

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

e cov(X,X)=V(X).
e La covariance est symétrique, linéaire a gauche, linéaire a droite.

e Si X et Y sont indépendantes alors cov(X,Y) = 0. La réciproque est fausse.

e Variables aléatoires a densité ou générales

12.

13.

14.

15.

16.

Espérance du produit de deux variables aléatoires discrétes indépendantes.

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une espérance. Alors XY
admet une espérance et E(XY) =E(X)E(Y).
Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire a densité.
Sa fonction de répartition est définie par : Vo € R, F(z) =P(X < z).

Elle est continue sur R, de classe C! sur R sauf éventuellement en quelques points, croissante.
Elle vérifie lim F(z) =0et lim F(z)=1.
T—r—00 Tr—+o0

Définition d’une densité de probabilité.

Deux définitions sont possibles.

e Une densité de probabilité est une fonction f qui est positive sur R, continue sur R sauf
—+o0

éventuellement en quelques points et telle que / f(t)dt converge et est égale a 1.
—00
e Une fonction f définie sur R est une densité de probabilité si elle coincide avec la dérivée de
la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité en tout point ou celle ci est de
classe C.

Définition et propriété de la loi exponentielle.

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire a densité X suit une loi exponentielle
de parametre o > 0 si sa fonction de répartition est donnée par :

Ve <0, Fz)=0etV>0, F(z)=1—e

0 siz <0
ae”*® siz>0 "
. 1 . 1
Elle admet une espérance E(X) = — et une variance V(X) = —.
a a
Elle est sans mémoire. C’est a dire que si s et t sont deux réels, P(x>4) (X > s +1t) = P(X > 1).
Loi uniforme sur un intervalle [a, b] ; définition, propriétés.

Une densité de X est alors donnée par f(x) = {

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire & densité X suit une loi uniforme sur
[a, b] si sa fonction de répartition est donnée par :

0 siz<a
F(z) =< =2 sixzcla,b
1 siz>b




Une densité de X est alors donnée par f(x) = sinon

{ 7 siz€[a,b

b b—a)?
Elle admet une espérance IE(X) = a—2&— et une variance V(X) = %.

17. écrire sous forme intégrale la probabilité qu'une variable aléatoire suivant la loi normale centrée
réduite appartienne & un segment [a, b]. Dans quel théoréme cette probabilité apparait-elle comme
limite 7

Soit X < N(0,1). On a :

b
1 _p
Pm§X§®:/4—w4mﬁ
o V2T

Cette probabilité apparait dans le théoréme central limite. Plus précisément, soit (X, )nen+ une
suite de variable aléatoire indépendantes ayant la méme espérance m et la méme variance o2 # 0.

_ 1 &
On pose X,, = — E X.
n
k=1

Alors (X,,)* converge en loi vers N(0,1). C’est & dire que pour pour tout couple (a,b) de réels
tels que a < bon a :

18. Définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.

Soit (£2, 4, P) un espace probabilisé. (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire.

On dit que (X,,) converge en loi vers X si on tout point ot Fix est continue on a : 1151_1 Fx, (x)=
n——+0o0o
FX (:L‘)

19. Enoncer le théoréme limite central.

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et admettant une variance

— X,—m
02 non nulle. La suite des variables aléatoires centrées réduites X} = /n———— converge en
o

loi vers une loi normale centrée réduite.
_ 1 &
Ou bien str X,, = — X.
n n Z k
k=1
On a donc lim P(a < X

n—-+oo

20. Estimateur

Soit # un parameétre inconnu. Soit (£2,.4,Py) un espace probabilisé et X une variable aléatoire.

Soit X1,---, X, sont n variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.
Toute fonction T,, = (X1, -+, X,) de X1, -+, X,, ne dépendant pas de # est un estimateur de
0.

21. Loi faible des grands nombres.

Soit (2,4, P) un espace probabilisé et (X,,),en+ une suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes admettant la méme espérance m et la méme variance.

_ 1 &
On pose X,, = fZXk.
"=
Pour tout e >0 on a : hrf P(| X, —m|>¢)=0.
n—-+0o0o

22. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire admettant une variance. On a :

V(X)

Ve >0, ;P(IX —E(X)|>¢) < .

Autres questions possibles

22. énoncer la formule de Bayes.

Soit (€2, 4,P) un espace probabilisé. Soit A et B deux événements de probabilités non nulles. On a :

P(B)P5(A)



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

énoncer le théoreme de transfert pour une variable aléatoire discréte a valeurs dans N.

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N et g une
fonction définie sur I telle que X (Q) C I.

Y = g(X) admet une espérance ssi la série Z g(n)P(X = n) est absolument convergente.
neX(Q)

Onaalors E(Y)= Y g(n)P(X =n).
neXx(Q)
énoncer le théoreme de transfert pour une variable aléatoire a densité.

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire & densité et g une fonction définie sur
T telle que g(I) C X(£2). Soit f une densité de X.

+oo
Y = ¢g(X) admet une espérance ssi I'intégrale / g(t) f(t)dt converge absolument.
—o0
+oo
On a alors E(Y) = / g(t) f(t)dt.

Variance d’une somme de deux variables aléatoires. Variance d’'une somme de n variables aléatoires
indépendantes.

Soit (€2, 4,P) un espace probabilisé et X et Y deux variables aléatoires admettant des variances.
Alors X + Y admet une variance et :

VX 4+Y)=V(X)+ V() +2cov(X,Y)

n
Si X1,---, X, sont n variables aléatoires indépendantes admettant des variances alors Z X} admet

k=1
une variance et :

' <Z Xk> = V(Xy)
k=1 k=1

Loi de Poisson de parameétre A > 0. Propriétés.

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé. On dit d’une variable aléatoire X qu’elle suit une loi de Poisson
de parametre A\ > 0 si sa loi est donnée par :

A"
:eAi

XQ)=NetvVneN, P(X=n) py

X admet une espérance E(X) = X et une variance V(X) = \.
Stabilité des lois de Poisson ; binomiales ; normales.

Soit (€2, A4,P) un espace probabilisé et X et ¥ deux variables aléatoires.

e Si X < B(ny,p), Y < B(na,p) et si X et Y sont indépendantes alors X +Y < B(n; + na, p).

o Si X = P(A), Y — P(A2) et si X et Y sont indépendantes alors X +Y — P(A; + Az2).

e Si X < N(my,0}), Y — N(ma,03) et si X et Y sont indépendantes alors X +Y < N(mg +
ma, 0% + 03).

énoncer l'inégalité de Markov.

Soit (€2, 4,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire & valeurs positives et admettant une
espérance.
E(X)

a

Va >0, P(X >a) <

Définition d’un intervalle de confiance au niveau 1 — o pour un parameétre # inconnu.

Soit (Up)nen+ et (Vi)nen+ deux suites d’estimateur de 6 tels que P(U,, < V,,) = 1 pour tout n € N*.

[U,, V3] est un intervalle de confiance pour 8 au niveau de confiance 1 —a si P(U,, <0 < V,) > 1—a.
Définition d’un intervalle de confiance asymptotique au niveau 1 — o pour un parameétre 6 inconnu.

Soit (Upn)nen+ €t (Vi )nen+ deux suites d’estimateur de 6 tels que P(U,, < V,,) = 1 pour tout n € N*.

[Uy, Vi) est un intervalle de confiance asymptotique pour 6 au niveau de confiance 1 — « si pour tout

entiern >lona:PU,<0<V,)>1—a,et lim «a,=a.
n——+oo



31. Etats stables - états limites d’une chaine de Markov

Un état stable d’un processus de Markov de matrice de tranisition M € M,,(R) est une matrice ligne
V € M ,»(R) stochastique telle que VM = V. C’est un vecteur propre de M associé a la VP 1.

Un état limite d’une chaine de Markov (X,,),>1 est la matrice ligne :
(lmP(X,=1) -+ PX,=r))

ou E = [[1,r] est ensemble des états possibles. Si I’état limite existe, c’est un état stable.
32. Si A est la matrice d’adjacence, carrée d’ordre n d’un graphe orienté que peut on dire si I + A 4 --- + A” ! a t

Dans ce cas, on peut dire que le graphe est fortement connexe. C’est a dire qu’il existe un chemin
reliant n’importe quel sommet du graphe a n’importe quel autre.

33. Définition du degré d’un sommet dans un graphe. Formule d’Euler (ou lemme des poignées de mains).

Le degré d’un sommet est le nombre d’arcs (ou de chemins) dont ce sommet est une extrémité.

La formule d’Euler énonce qu’'un graphe admet un nombre pair de sommets de degré impairs.

« [Algebre]

1. Quel est le nombre de bijections d’un ensemble & n éléments dans un ensemble a n éléments.

Posons E = {z1, -+ ,zp} et F ={y1, -+ ,yn}. Une bijection de E dans F associe & chaque élément
de E un élément distinct de F.

x1 a n images possibles puis 22 en a n — 1 et ainsi de suite. Le nombre de bijections de F dans F' est
donc n!.

2. Que peut-on dire du degré de la somme et du produit de deux polyndmes.

Soit P et @@ deux polynomes. En convenant que le polynome nul est de degré —oo on a :
o deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).
e deg(P + Q) < max(deg(P);deg(Q)). Il y a égalité si deg(P) # deg(Q).

3. Nombre de racines d’un polynéme de R, [X].

Un polynéme de R,,[X] non nul admet au plus n racines.

Si P € R,[X] admet n + 1 racines alors c’est le polynéme nul.
4. Définition de deux matrices semblables.

Il y a deux définitions possibles. Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n.

e A et B sont semblables s’il existe une matrice carrée inversible P telle que B = P~ 1AP.

e A et B sont semblables si elles sont les matrices associées a un méme endomorphisme dans deux
bases différentes.

5. Définition d’une matrice inversible.

Soit A une matrice carrée d’ordre n. A est inversible si il existe une matrice B telle que
AB=BA=1,

6. Rappeler la définition d’un vecteur propre d’une matrice. énoncer la propriété relative a une
famille de vecteurs propres d’'une matrice associés a des valeurs propres distinctes.

Soit A € M,,(R) une matrice carrée. Un vecteur colonne U de M,, 1(R) est un vecteur propre de A
si U # 0 et s’il existe un réel \ tel que AU = \U.

Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.
7. Condition suffisante de diagonalisabilité.

Pour qu’une matrice carrée d’ordre n (ou un endomorphisme f d’un EV de dimension n) soit diago-
nalisable il suffit qu’elle admette n valeurs propres distinctes.

8. Définition d’un polynéme annulateur d’une matrice. Lien avec les valeurs propres.

Soit A une matrice carrée et P un polynéme. P est un polyndéme annulateur de A si P(A) = O.
Les valeurs propres possibles de A sont les racines de P. En d’autres termes Sp(A) C Z(P).

9. énoncer une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité d’une matrice.

On demande une condition nécessaire et suffisante. Il y a plusieurs réponses possibles. Soit M une
matrice carrée d’ordre n :



e M est diagonalisable ssi la somme des dimensions des sous-espaces propres de M est égale a n.

o M est diagonalisable ssi il existe une base de M,, 1(R) constituée de vecteurs propres de M.

10. Définition d’un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Soit f : E — F une application entre deux espaces vectoriels.

f est un isomorphisme si f est une application linéaire bijective.
11. Définition de la dimension d’un espace vectoriel.

Soit E un espace vectoriel admettant une base B. Alors toutes les bases de E ont le méme nombre
d’éléments. On pose : dim(F) = card(B).

12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2. Donner la définition d’une famille génératrice
de FE. Que peut-on dire de son cardinal ?

Une famille 7 = (41, -, 4,) est génératrice de E si Vect(F) = E c’est a dire que chaque élément
de E est combinaison linéaire des éléments de F.
On a alors card(F) > n.

13. Définition de la dimension d’un espace vectoriel. Comparer cette dimension avec le cardinal d’une
famille libre de vecteurs de ce méme espace.

Dimension : voir 11.

Si E est de dimension n et si F est une famille libre d’éléments de E alors card(F) < n.

14. Donner la définition d’une valeur propre. Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’une matrice soit diagonalisable.

Soit A une matrice carrée d’ordre n et A un réel.

A est une valeur propre de A si il existe une matrice colonne X € M, ;(R) non nulle telle que
AX = 2X.

On peut aussi dire que A est valeur propre de A si A — AI,, n’est pas inversible.

Une derniére possibilité : A est VP de A si Ker(A — \1,,) # {O}.
e A est diagonalisable ssi la somme des dimensions des espaces propres de A est égale a n.
e A est diagonalisable ssi il existe une base de R™ constituée de vecteurs propres de A.

Autres questions possibles

15. Définition d’une famille libre, d’'une famille génératrice, d’une base d’un espace vectoriel.

Soit E un espace vectoriel et F = (i, - - ,U,) une famille de vecteurs de E.
e F est libre si pour tout (A1,---,A,) ERP on a:
M+ A+ Nl =0 A\ =--=X,=0

o F est génératrice de E si Vect(F) = E c’est a dire que chaque élément de E est combinaison
linéaire des éléments de F.

e F est une base de FE si elle est a la fois libre et génératrice de F.

16. Définition et propriétés du noyau d’une application linéaire.

Soit f : E — F une application linéaire.
Ker(f) = {7 € E | f(7) =0}

Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. De plus, f est injective ssi Ker(f) = {0}.
17. Définition et propriétés de I'image d’une application linéaire.

Soit f : E — F une application linéaire.
Im(f)={d0eF|3IueE, f(u)=7}

Im(f) est un sous-espace vectoriel de F. De plus, f est surjective ssi Im(f) = F.
18. énoncer le théoreme du rang.

Soit f : E — F une application linéaire telle que E soit un EV de dimension finie. On a :

dim(F) = dim(Ker(f)) +rg(f)



19. énoncer les formules de changement de bases.

Soit E un EV de dimension n > 1, B et B’ deux bases de E et P la matrice de passage de B a4 B'.

e Soit @ € F, X la matrice associée a @ dans la base B et X’ la matrice associée a 4 dans la base
B.
Ona: X =PX'.

e Soit f un endomorphisme de E, M la matrice associée a f dans la base B et M’ la matrice
associée & f dans la base B’.

Ona: M =P 1MP.

20. Définition de l'injectivité, de la surjectivité d’une application.

Soit f : E — F une application.

e f est injective si chaque élément de ’ensemble d’arrivée F' admet au plus un antécédent dans FE.

e f est surjective si chaque élément de ’ensemble d’arrivée F' admet au moins un antécédent dans
E.



